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Medidas fisicas e unidades

1.1 Introdugdo a fisica

Fisica é uma ciéncia empirica. De hipdteses e modelos teéricos, fazemos
previses, que sio testadas em experimentos e observagdes. Quando os mo-
delos sdo suficientemente robustos, eles sdo empacotados em teorias fisicas.
Uma boa parte dos cursos basicos de Fisica (FisicaI aIV), lida com a Me-
canica Classica, que descreve bem fenémenos fisicos em escalas grandes
(> 1 x 107 m) e baixas velocidades (<< ¢, onde ¢ ~ 300000 km/s é a veloci-
dade da luz no vacuo).

O quadro abaixo mostra os diferentes dominios da Fisica. O quadrante
correspondente & Mecénica Cléssica é o superior esquerdo.

Speed ———>

Far less than 3x 108 m/s Comparable to 3x108 m/s
~| Classical Relativistic
- Mechanics Mechanics

Quantum
Field Theory

109 m

Size ——

Near or less than
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Figura 1.1: Wikipedia.
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1.2 Unidades fisicas

1.2.1  Padrées de comprimento, massa e tempo

Como Fisica é uma ciéncia empirica, é portanto necessario entdo obter medi-
das de quantidades fisicas. Padroes de unidades fisicas facilitam a comparagao
de medidas fisicas. Em Mecénica Classica, as unidades esto relacionados a
comprimento, massa e tempo.

O sistema internarcional (SI) estabeleceu em 1960 os padrées fundamen-
tais de medidas. Usar o pé do rei ou da rainha néo era mais adequado, pois
as medidas deveriam ser facilmente reprodutiveis em qualquer lugar do Uni-
verso e a qualquer tempo.

Comprimento: distancia entre dois pontos no espa¢o. Comegou com
defini¢des associadas a reis (distdncia do nariz ao brago do rei da Inglaterra,
tamanho do pé do rei da Franca). A primeira defini¢do de metro (m) era de
que era 1/107 a distancia do equador ao Pélo Norte na linha longitudinal que
passa por Paris. Ja foi associado a vérias barras de diferentes materiais e ao
comprimento de onda da luz emitida por uma lampada de criptonio-86. Em
1983, estabeleceu-se que o metro é a distancia percorrida pela luz no vacuo
durante um intervalo de tempo de 1/299 792 458 segundos.

Massa: o quilograma (kg) foi durante muito tempo definido como um
cilindro de iridio-platina. Somente em 20 de maio de 2019 ele foi atualizado
para depender apenas de constantes fundamentais. O Comité Internacional
de Pesos e Medidas determinou em que a constante de Planck vale exatamente
6,626 07015 x 10~** kgm? s™1, de modo que o kg é portanto definido em
termos do metro e do segundo.

Tempo: o segundo (s) foi definido como (1/60)(1/60)(1/24) de um dia
solar médio. A Terra esta girando cada vez mais devagar (por isso adicionam-
se segundos extras de vez em quando ao dia). Em 1967 a defini¢do do segundo
passou a ser 9 192 631 770 vezes o periodo de vibragio da radiacdo de um
atomo de césio-133.

Por que ¢é importante se importantar com as unidades de medidas: ao re-
solver um problema, é bom ter uma intuigdo das quantidades fisicas. A sonda
Mars Climate Orbiter' falhou por causa de uma confusio entre unidades de "https://en.wikipedia.org/wiki/
forca no SI e no sistema comumente usado nos Estados Unidos. Prédios po- Mars_Climate_Orbiter
dem cair! Sua tese de doutorado pode ficar errada. Vocé pode achar que vai
chover quando via fazer sol.

1.2.2  Conversdo de unidades

Coloque as unidades nas suas contas para verificar, passo a passo, se a conver-
sdo estd correta. Exemplo:

2,54 cm

15,0in = (15,01in) ( I
in

) =38,1cm. (1.1)


https://en.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter
https://en.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter
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1.3 Andlise dimensional

A distancia entre dois pontos pode ser expressa em metros, milhas, centime-
tros. Todas essas unidades sdo formas diferentes de expressar comprimento.
Vamos utilizar as seguintes dimensdes nesse curso: massa (expresso por [M]),
comprimento ([L], de largura) e tempo ([T]).

Duas grandezas s6 podem ser somadas se tiverem a mesma dimensao.
Dessa regra simples, podemos descobrir se varias férmulas algébricas estao
dimensionalmente corretas (i.e. se as dimensdes usadas nos dois lados da
equagdo sio consistentes.)

Considere um movimento uniformemente acelerado, descrito por x =
%atz. Da andlise dimensional, temos

L=— -T?=L. 1.2
T (1.2)

Portanto, a equagdo esta dimensionalmente correta.
Imagine que quiséssemos descobrir os expoentes da equagao:

x oc at™, (1.3)

onde n e m sdo os expoentes que queremos determinar e o indica proporcio-

nalidade. Da analise dimensional,

[L] = [(Lr2)"] (1] (1.4)
[L] = [L"T72"T"] (15)
[L] = [L"T™2"] (1.6)
[L'T°] = [L*T" 2], (17)

Portanto, n = 1em —2n =0 = m = 2. Ou seja,
x o< alt? (1.8)

como era a nossa equagio original a menos do termo de proporcionalidade.

1.4 Algarismos significativos

Toda medida tem valor e incerteza. Incerteza depende da precisdo instru-
mental (qual é a menor divisdo de escala do instrumento?) e da incerteza
estatisitica (ao repetir medida, quao proximos sdo os valores obtidos?).

 Use todos os algarimos na conta até o passo final. Use o 7 da calculadora/-
computador.

 Arredonde no fim usando teoria dos erros (aulas de Fisica Experimental I)
ou com ‘regras basicas.



1.5 Estimativa e ordens de magnitude

Podemos avaliar um nimero apenas em poténcias de 10. Esse tipo de analise
é chamada de ordem de grandeza ou de magnitude. Usamos o simbolo ~ para
expressar ‘da ordem de magnitude de’:

0,0086m ~ 102 m; 0,002Im~10"m; 720m~10°m.  (1.9)
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2

Cinemadtica unidimensional de particulas

Cinematica: descri¢do do movimento de um objeto sem preocupagdo com
interacdes ou agentes externos que afetem o movimento. Aqui nos preocupa-
mos com o movimento translacional (i.e. ndo rotacional ou vibracional) de

particulas, i.e. objetos com massa mas cuja dimensao infinitesimal.

2.1 Posigdo e deslocamento

Considere uma linha reta e escolha um ponto para considerar como origem.
Se uma particula s6 pode se movimentar nessa linha reta, sua posi¢do x re-
presenta a sua localizagdo em relagdo a origem. Escolhe-se um sentido nesse
eixo de coordenadas que indicam valores crescentes de x. Escolhendo o x
crescente para a direita, aqui estdo alguns exemplos de posi¢oes:

x1=-10m x2 = 0m (origem) x3 =20m

O deslocamento de uma particula é definido como a varia¢do da posi¢do
em um dado intervalo de tempo. Se a particula comega em x; e termina em

xf, entdo o seu deslocamento é
Ax = xp—x;. (2.1)

Assim como a posi¢do x, o deslocamento Ax pode ter valores positivos (se
xp > X;) ou ndo-positivos (se x r < x;). Uma quantidade que contém tanto
um valor (ou médulo) ou um sentido (neste caso unidimensional, dado pelos
sinais — ou +), é dita uma grandeza vetorial.

Em contraste, uma grandeza escalar possui apenas um valor." * A distancia total percorrida, por exemplo, é
uma grandeza escalar.

2.2 Velocidade média Position of

the Car at Various Times
A tabela ao lado mostra a posi¢do de um carro em diversos instantes de Position t(s) x (m)
tempo. O painel (a) da Figura abaixo traz a representagdo pictdrica da tabela, 18 %)f)’
e o painel (b) mostra um grafico da posigdo em fungdo do tempo. O grafico © 20 ag
contém mais informagdes do que a tabela ou o desenho, porque mostra a © 30 0
posicgdo do carro entre os instantes de tempo A, B,C,D,EeE. % 28 :z:

Figura 2.1: Serway & Jewett (2013).
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) ) Figura 2.2: Serway & Jewett (2013).
Compare os intervalos de tempo DE e EE. Em qual dos intervalos a velo-

cidade média do carro é maior? A velocidade média é definida como a razdo
entre o deslocamento e o intervalo de tempo ocorrido durante o desloca-

mento:
Ax
v = —. 2.2
x,med At ( )
Temos
-37-0m 1
UDE,med = 00 = -3,7ms (2.3)
-53-(-37)m _
VEEmed = 50 E 40 S) =-1,6ms L (2.4)

Portanto, em mdédulo, a maior velocidade média é no trecho DE.

Pausa para pensar: o que significa uma velocidade negativa?

Graficamente, vy ;eq € O coeficiente angular da reta que liga o ponto inicial
ao final. No painel (b) da figura acima, entre os pontos A e B desenhamos Ax
e At. A reta em azul tem coeficiente angular Ax/At = vy ed.

2.3 Velocidade instantdnea

Vamos retornar ao grafico anterior da posi¢do do carro em fungdo do tempo.
Do coeficiente angular das retas azuis, temos a velocidade média entre A e
BeentreEeR
E qual serd a velocidade em um instante dado de tempo, por exemplo no
ponto A? Esse é um assunto para o calculo! Imagine que tomemos o ponto B
cada vez mais proximo do ponto A. O que isso significa? Que o intervalo de
tempo At entre A e B fica cada vez menor. Quando At é muito pequeno, A e B
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sdo coincidentes, e temos entdo a velocidade instantdnea:
I I Ax dx (25)
Ux = IIM Uy pmed = 1M — = —. 2.5
At—0 7 At—0 At dt

Na notagio do célculo, o limite acima é chamado de derivada de x com rela-
¢do a t, e a notagdo usada é dx/dt.

A velocidade instantidnea pode ser positiva ou negativa, se a tangente a
curva for positiva ou negativa. Ela pode também ser nula, como no ponto
B original: a tangente ¢ horizontal, e o carro estd momentaneamente em

repouso.

2.3.1 Nota sobre derivadas

O ciélculo foi inventado simultaneamente por Newton e Leibniz. Ele tem
ferramentas que ajudam a lidar com quantidades instantaneas.
Neste curso, vamos lidar com derivadas de polindmios. Provou-se no

célculo que
du _
aderivadade u = ct" é pri net" L (2.6)

Suponha que a posi¢io de uma particula é dada pela expressio x = 2t2,

comxemm e tem s. A velocidade em qualquer instante de tempo é
dx 2-1
Uy = — =2-2t°7 " = 4¢. (2.7)
Fodt

A figura ao lado mostra a representacio gréfica de x(t) e v(t). Note como o
valor de v(t) corresponde a tangente & curva x(¢) em qualquer instante de
tempo ¢.

A outra informagao que precisamos sobre derivadas é que a derivada de
duas funcoes é a soma da derivada de cada fungéo:

d du dw
= =24 28 8
AR A i (28)

Figura 2.3: Serway & Jewett (2013).

(a)

s (m)

40 Position s = 27>

Slope = 4 m/s

20
\
Slope = 12 m/s

0- T T T —1(s)
3 4

t(s)

Figura 2.4: Knight (2013).



2.3.2  Nota sobre integrais v

s The velocity varies
with time.

Se é possivel achar a velocidade em termos da posi¢ao, é possivel achar o
deslocamento se temos a velocidade?
Se a velocidade ¢ constante, simplesmente usamos Ax = v, At. O que fazer

no caso em que velocidade muda a cada instante de tempo?

A figura ao lado mostra um grafico da velocidade em fungéo do tempo, ‘ ‘
mas a velocidade agora varia em fun¢io do tempo. Podemos achar o desloca-

mento aproximado se dividirmos a fun¢éo em diversos pedagos (Ax;, Axz, -, AxN), The velocity curve is
approximated by constant-

e aproximar cada pedago como tendo uma velocidade constante. Como o des- . ap
velocity steps of width Ar.

locamento de cada pedago é vy ave At, entdo o deslocamento total pode ser (b)
aproximado por

1%

s

Step N

(),

N
Ax =»~ AXl + sz ey AXN = Z (Ux,ave)k At. (2-9) (\{\,)1 lJJ_‘
k=1

Como calcular o valor exato do deslocamento? Assim como fizemos para ;

t [ 1

achar a velocidade instantinea, podemos tomar pedagos infinitesimalmente : At

— Step 1
—Step k

pequenos fazendo At — 0. A soma agora é representada por uma integral:
Figura 2.5: Knight (2013).

N t

f
Ax = lim E v At = f vy dt, 2.10
Armro P ( x,ave)k " x ( )

onde lemos o lado direito da equagdo como ‘a integral de vy dt de t; a £y’
Graficamente, portanto, o deslocamento é dado pela drea embaixo da curva
de v contra t.

2.4 Particula com velocidade constante

Um conceito importante em Fisica é o de modelo. O modelo representa uma
situagdo comum que aparece a todo momento. Um modelo de muito sucesso
na Fisica é o oscilador harménico, que é assunto de Fisica II. Eles sdo impor-
tantes porque, uma vez que vocé identifica que o seu problema se encaixa
em um dado modelo, vocé pode partir da solugdo de um problema anterior
daquele modelo. Isso é um pouco parecido, no judicirio, com o conceito de
procurar processos anteriores para achar jurisprudéncia.

Identificar o modelo ¢ diferente de procurar uma equagdo. Vocé primeiro
tem que identificar qual modelo é apropriado para resolver um problema.
Apenas entdo vocé saberd, dentre as equagdes apropriadas ao modelo, qual
equagao usar.

Consideremos o modelo de particula com velocidade constante, tam-
bém conhecido como movimento retilineo uniforme. Esse modelo pode ser
aplicado a qualquer situagdo em que uma particula se move a velocidade
constante.

Considere o gréfico ao lado, que mostra que a posi¢do em fun¢éo do tempo

de uma particula é uma reta. Vimos que a velocidade média é a mesma em
Figura 2.6: Serway & Jewett (2013).
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qualquer trecho do percurso. Ou seja, a velocidade é constante; ou, o que é
equivalente, a velocidade instantanea é sempre a mesma. Portanto, a veloci-
dade instanténea ¢ igual a velocidade média:

Ux = Uy meds (2.11)
Ax

Uy = —. 2.12

Y (2.12)

Escrevendo o deslocamento como Ax = x — x; e rearranjando a equagdo,

Xf=Xj+ Uyt (para vy constante). (2.13)

2.5 Aceleragdo

Na Se¢éo 2.3.1, mostramos um grafico de posi¢do em fun¢io do tempo des-
crita pela fungdo x = 2t2. Mostramos que a velocidade varia em fungio do
tempo assim: vy = dx/dt = 4t.

A velocidade nao é mais constante, portanto. Quando a velocidade varia
com o tempo, dizemos que particula estd acelerando. A aceleragio média
entre dois instantes de tempo é definida como o quociente entre a variagdo da
velocidade e o intervalo de tempo:

Avy  Uxf = Ui

a = = 2.1
x,med At tf —1 ( 4)

A aceleragio instantinea, como no caso da velocidade instanténea, é o
caso limite da aceleragdo média medida ou calculada em o intervalo de tempo
infinitesimalmente pequeno:

li li Avy dvuy ( )
ay = llm a = 11um = —. 2.1
X7 Ao omed = B0 At dt g

Lembrando da defini¢do de velocidade instantinea (eq. 2.5), a aceleracio
também ¢é dada pela segunda derivada da posi¢ao em relagdo ao tempo:

dvy, d (dx d*x
= = ( ) (2.16)

S T a\ar) T ae
A figura ao lado mostra a relagao entre as curvas da velocidade e da acelera-
cao.

Note que a aceleragio, assim como a velocidade, o deslocamento e a po-
sicdo, é um vetor. A aceleragdo tem, portanto, um sentido (no caso unidi-
mensional, dado pelos sinais + ou —). A acelera¢do s6 diminui o médulo da
velocidade quando a aceleragio e a velocidade tém sentidos opostos. Uma
aceleragio negativa ndo necessariamente significa que uma particula esta
desacelerando! Portanto, vamos evitar o termo desacelera¢io, que é confuso.

2.6 Particula com aceleragdo constante

O modelo da particula com aceleragdo constante também é conhecido como
movimento retilineo uniformemente variado.

(a)

s (m)

40 Position s = 27
Slope = 4 m/s
20
\
Slope = 12 m/s
0 T T T —1(s)
1 2 3 4
b
( )v\_ (m/s)
20 Velocity v, = 4t
16
124--=-=-=-=-=-=---- .
8 Value = 12 m/s
4 > — —
04 —valie =dmhs

Figura 2.7: Knight (2013).
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Se uma particula tem aceleragdo constante, entdo sua aceleragdo instanta-
nea ¢ igual a sua aceleracdo média:

Avy Uxf = Uxi

ax =a = = 2.1
x x,med At At (2.17)
Rearranjando os termos, a velocidade é dada por

Uy f = Uxi +dxt, (2.18)

onde fizemos t; = 0 = At = tp—ti=tp=t

A Figura ao lado mostra os graficos da aceleragdo e da velocidade em
funcdo do tempo para uma particula com aceleragio constante.

E como podemos calcular a posigdo em fungdo o tempo? Vimos na Se-
¢d0 2.3.2 que o deslocamento é dado pela integral de v, em um determinado
intervalo de tempo, e que a integral corresponde a drea embaixo da curva
de v,. Do gréfico ao lado, a drea pode ser dividida entre a area do retangulo
inferior e a drea do tridngulo superior. Assim,

1
Ax = vy At + Eax(At)z. (2.19)

Fazendo Ax = xy — x;, tomando At = t como acima, e rearranjando os termos,

2

1
Xf=Xj+ Uit + Eaxt . (2.20)

Uma ultima equag¢io muito util é a que relaciona velocidade e posi¢do, com
a dependéncia temporal implicita.

U;ch = vii +2ay (xf —xi) (2.21)

Essa equagdo é obtida da combinagéo das eq. (2.18) e (2.20). Da eq. (2.18),
obtemos
Vyf— Uyi
t= xf T . (2.22)
Aax

Substituindo na eq. (2.20),

Uyfr—Uxi 1 Uyf—Uxi)?
vx,-xfi+5ax(xf7) (2.23)

Xfr—X;
f Qax Ay

2
Uxf — Uxi (vxf_ Uxi)
:>xf—xi Uxi +

2.2
o 2as (2.24)

A eq. (2.21) é obtida apds multiplicar a equagio acima por 2a, e rearranjar os
termos.

2.7 Queda livre

Na histdria da ciéncia ocidental, a suposi¢ao de Aristoteles (século IV A.C.)
de que objetos mais pesados caem mais rdpido do que objetos mais leves per-
maneceu inquestionada até a época de Galileu Galilei (séculos XVI e XVII).

(a) Acceleration

(b)

Constant acceleration a

a,

1
[
[
|
T

t I

0 t
i
At
Displacement As is the area
under the curve. The area can be
Veloci divided into a rectangle of height
elocity v,, and a triangle of height a,Ar.
Vs Constant slope = a, i

At

Figura 2.8: Knight (2013).
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O que mudou? A hipétese aristotélica foi confrontada com experimentos. A
lenda é que Galileu largou dois objetos da torre de Pisa para verificar se o mais
pesado chegava ao chio primeiro - ndo deveria chegar. A historia verdadeira
deve ser que ele chegou a essa conclusdo observando foi 0 movimento de pén-
dulos e de objetos em planos inclinados. A aceleragio de dois corpos sob agdo
da gravidade independe das suas massas.

A expressao queda livre designa um objeto movendo-se livremente sob a
influéncia apenas da gravidade. Um objeto largado do repouso, ou langado
para cima ou para baixo com uma velocidade inicial estdo todos em queda
livre. Todos eles irdo sofrer um aceleragéo para baixo (mais precisamente,
para o centro da Terra), ndo importa qual seja sua velocidade inicial.

A aceleragéo da gravidade na superficie da Terra tem um valor médio de
g ~980m/ s2, mas varia ponto a ponto - a Terra nio é perfeitamente esférica,
nem sua constitui¢do é uniforme. Ignorando o atrito com o ar, a aceleragdo de
um objeto em queda livre é g. As equagdes para uma particula com aceleragdo
constante sdo todas aplicaveis a um objeto em queda livre; basta mudar a

convencao do eixo horizontal x para um eixo vertical y.

11






3
Vetores

3.1 Vetores e escalares

Quantidades fisicas escalares necessitam somente de um nimero e uma uni-
dade para serem definidas. Um exemplo é a temperatura; a temperatura na
superficie do Sol, por exemplo, é 6 x 10> K.

Quantidades vetoriais sio definidas por um numero e uma unidade (o
modulo do vetor) e um sentido. No capitulo 2, vimos que a distancia total
percorrida é um escalar, mas o deslocamento, a velocidade e a acelera¢éo sdo
vetores.

A Figura ao lado mostra o vetor deslocamento entre os pontos A (a tenda)
e B (o lago). Ndo importa o caminho tomado, o vetor deslocamento é sempre
0 mesmo.

N

Um vetor é geralmente representado como A ou A. Seu médulo ou norma

é representado por A, |1_4)| ou |A|.

3.2 Operagdes geométricas com vetores

3.2.1 Igualdade entre vetores

A figura ao lado mostra quatro vetores em um sistem de coordenadas x y.
Todos sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tém o mesmo tamanho;
sdo portanto vetores idénticos. Portanto, dois vetores sio iguais (1—4) = 3) se
eles tiverem o mesmo sentido e se A = B.

3.2.2  Soma de vetores
Ha duas formas graficas de representar a soma de vetores. Comegamos por
desenhar os vetores usando a mesma escala (painel a).

(a) (b)

P
B ¥

\
o\
1

1!
o
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Figura 3.1: Ling, Sanny & Moebs

(2018), licenga CC BY 4.0. Faga

download gratuito em https://

openstax.org/details/books/

university-physics-volume-1.
y

Figura 3.2: Serway & Jewett (2013).

Figura 3.3: Knight (2013).


https://openstax.org/details/books/university-physics-volume-1
https://openstax.org/details/books/university-physics-volume-1
https://openstax.org/details/books/university-physics-volume-1
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Imagine entdo que a soma dos vetores é o deslocamento total, por exemplo.
Se vocé se deslocou por De depois por E, seu deslocamento total o vetor
F que une o inicio de D aofimde E (painel b).

Vocé pode também desenhar um paralelogramo cujos lados sdo seus
vetores originais. A diagonal do paralelogramo é o vetor resultante F (painel
).

Note que ndo 1mp0rta se Voce primeiro se desloca De depois E, ou vice-
versa. Desenhe D+EeE +Dno painel ¢ acima, e mostre que ambos resul-
tam em F . Isso implica que a adigdo de vetores é uma operagio comutativa
(isto é, independe da ordem):

- = = —
A+B=B+A. (3.1)

A adicéo de varios vetores é associativa:

—

(X+73))+C:1—4)+(73)+6). (3.2)

3.2.3 Vetor negativo

A adi¢ao de um vetor ao seu vetor negativo resulta em um vetor nulo:
— —
A+(-A)=0. (3-3)

— —
Os vetores A e — A tém o mesmo modulo, mas sentidos opostos.

3.2.4 Subtragdo de vetores

Subtracio de vetores é equivalente a adigdo de um vetor com o inverso do
outro vetor:

—

A-B=KA+(-B). (3.4)

Graficamente, basta inverter o vetor a ser subtraido antes de aplicar um dos
métodos de adi¢ao grafica.

3.2.5  Multiplicagdo por escalar

A multiplicagao de um vetor por um escalar altera o médulo do vetor: o vetor
— — —
m A tem mddulo m - A. Se m é negativo, o sentido de m A é oposto ao de A. (x, y)

3.3 Sistemas de coordenadas Y

Para um vetor com mais de uma dimenséo espacial, é util defini-lo em relagdo
a um sistema de coordenadas. Coordenadas cartesianas (também conhecidas 0

como coordenadas retangulares) sdo definidas por eixos ortogonais que 0

se intersectam em uma origem. Em duas dimensées, costumamos usar os
eixos cartesianos x e y; adicionamos um terceiro eixo z para representar trés Figura 3.4: Serway & Jewett (2013).
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dimensdes. Um vetor é descrito, portanto, pelas suas dimensdes nessas trés
coordenadas.

Em duas dimensdes, podemos definir coordenadas polares: r (méddulo do
vetor) e 8 (angulo com o eixo x, medido no sentido anti-hordrio). A transfor-
magdo de coordenadas polares em retangulares e vice-versa ¢é feita a partir de
relaces trigonométricas:

x =rcos0, (3-5)

y =rsin; (3.6)

tan @ = X, (3.7)
x

r=\x2+y% (3.8)

Acrescentando um eixo z as coordenadas polares (2D), elas viram co-

ordenadas cilindricas (3D). Outro sistema 1util de coordenadas util em trés N

dimensoes é o esférico (ver a convengdo mais usada em fisica ao lado).

Figura 3.5: Andeggs, Wikimedia

3.3.1 Versores commons.
Vetores unitarios ou versores sio vetores de norma 1. Eles sdo uteis para

indicar os sentidos dos eixos de coordenadas. No eixo cartesiano, a conveng¢io
¢ usar os versores 1, j e k para designar os sentidos dos eixos x, y e z.

3.3.2  Componentes de vetores

Um vetor pode ser expresso pela soma das suas componentes nos eixos de
coordenadas. Em trés dimensdes,

d R N A
A=Aci+A,j+Azk. (3.9)
O médulo de um vetor é dado entéo por

A=\/A%+ A%, +AZ. (3.10) y

Pausa para pensar: Qual é a relacdo entre a equagdo acima e o sistema de \»

coordenadas polares (em 2D) ou cilindricas (em 3D)?

[
[
. N [
3.4 Algebra vetorial \ A |
A yJ |
Com a ferramenta de decomposi¢io de vetores em maos, vamos revisar a :
adi¢do de vetores e definir a multiplica¢io entre vetores. :
X
A
3.4.1 Adigdo algébrica de vetores
A soma de dois vetores pode ser expressa pela soma de cada uma da suas Figura 3.7: Serway & Jewett (2013).
componentes:
—> —> N n A n n A
A+ B =(Axi+Ayj+Ak)+ (Byi+Byj+B.k) (3.11)

:(Ax+Bx)i+(Ay+B},)j+(Az+Bz)lAc. (3.12)


https://en.wikipedia.org/wiki/File:3D_Spherical.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:3D_Spherical.svg
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3.4.2 Produto escalar

O resultado do produto escalar (também conhecido como produto interno;
dot product) é um escalar. Ele é definido como

— —
A - B = ABcos?0. (3.13)

A interpretacio grafica' é a seguinte: primeiro, tomamos a componente do
vetor de B paralela ao vetor A.0 produto escalar é o produto dos mddulos
desses dois vetores paralelos.

O produto escalar é comutativo:

—_ —
A-B=B-A. (3.14)

Portanto, vocé também pode interpretd-lo como o produto entre B e 0 mo-
dulo da projegao de A na diregdo do vetor B.

Um exemplo de aplicagdo na fisica é na definicdo de trabalho: W =
F AT . Isto ¢, a componente da for¢a que realiza trabalho é apenas aquela
paralela ao deslocamento.

Se os vetores estdo decompostos em coordenadas cartesianas, o procedi-
mento algébrico nao precisa passar pelo célculo dos médulos dos vetores e do
angulo entre eles. Usamos as propriedades dos versores ortogonais:

fi=jj=k-k=1 (3.15)
i-j=j-k=k-i=o0. (3.16)

A primeira expressdo vem do fato que cada versor é paralelo a si mesmo
(6 = 0 = cosf = 1) e que seus mddulos valem 1. A segunda vem do fato de
que 0s versores s3o ortogonais entre si (6 = /2 = cos 6 = 0).

Usando esse resultado, pode-se mostrar que o produto vetorial de dois
vetores tridimensionais é

— —
A-B =AxBx+AyBy+A;B.. (3.17)

3.4.3 Produto vetorial

O resultado do produto vetorial (cross product) é um vetor. Definindo
- = =
C=AXxB, (3.18)

—
o moédulo de C é
C = ABsin 6. (3.19)

O vetor E‘) ¢ ortogonal tanto a X quanto a E, e seu sentido é dado pela regra
da mdo direita, conforme a figura a seguir.

A interpretacdo gréfica® é a seguinte: 0 médulo C é a drea do paralelo-
gramo formado por A e B.Osentido de C pode ser associado a uma rota-

¢do, indicando se ela acontece no sentido horario ou anti-horério.

! Veja essas animagoes elucidativas do
produto escalar por Carolina Moura.

=4

Figura 3.8: Winterle (2000).

* Veja essas animagoes elucidativas do
produto vetorial por Carolina Moura.


https://fisica.ufmt.br/nuvem/?p=1334
https://fisica.ufmt.br/nuvem/?p=1334
https://fisica.ufmt.br/nuvem/?p=1281
https://fisica.ufmt.br/nuvem/?p=1281
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4 Figura 3.9: Knight (2013).

ool

S
=
X
Sy

O produto vetorial é anticomutativo: z
Ax B=-BxA. (3.20)
) _ , fuxv

Se os vetores estdo decompostos em coordenadas cartesianas, o procedi- 6A

mento algébrico ndo precisa passar pelo calculo dos médulos dos vetores e do 5]

angulo entre eles. Usamos as propriedades dos versores ortogonais: 4|
s a_a_a_t o2 3

ixi=jxj=kxk=0; (3.21) 1
A 2

ixj=—jxi=k; (3.22) g v
jxk=-kxj=i. (3.23) 1/2/3/ y

j
k=j. (3.24) o faL5/6/

A primeira expressdo vem do fato que cada versor é paralelo a si mesmo
(6 =0 = sin 6 = 0). As trés ultimas podem ser demonstradas a partir do fato
de que os versores sdo ortogonais entre si (0 = /2 = sin 6 = 1), seus mddulos Figura 3.10: Winterle (2000).
valem 1, e a partir da regra da méo direita da defini¢do do produto vetorial.

Usando esse resultado, uma forma de calcular o produto vetorial é expressando-

o0 como um determinante:

A A

AxB = Ay Ay Az | (3.25)
B, B, B,

—_ A

Ax B =(A,B,—A,B,)i+(A;Bx—A.B;)j+(AxBy—A,By) k. (3.26)
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4

Cinemdtica bidimensional de particulas

O objetivo desse capitulo é unir a cinematica unidimensional com vetores em

mais de uma dimensio.

4.1 Vetores posigdo, velocidade e aceleragdo

Vamos descrever o movimento de uma particula no plano xy em que as com-
ponentes horizontal e vertical da aceleracdo sdo independentes. A figura ao
lado mostra a trajetdria de uma particula, cuja posi¢do em um dado instante
de tempo ¢ dada pelo vetor posicio 7 = xi + yj.

O vetor deslocamento ¢é dado pela subtragdo do vetor posi¢io final e ini-
cial:
T

A7E7f— = (xp—xi)i+ (yp—yi)j = Axi+ Ayj. (4.1)

A velocidade média também é um vetor:

A

= AT Ax, A
= Zi ), (42)

U = =—i+
med TN T A At
A figura ao lado mostra os vetores deslocamento e velocidade média para uma
dada trajetoria.
Como no caso unidimensional, a velocidade instantanea é definida com a
velocidade média para um intervalo de tempo infinitesimal:

AT dT

d d
= lim — = X s
At—0 At

FTRTIAT 43)

N
1)) =
A figura ao lado mostra graficamente o significado da velocidade instantanea
no ponto 1.
Podemos escrever também a velocidade como as suas componentes hori-

zontal e vertical,

—> A A

U =0Uxl+0y], (4.4)
onde i p

x
_dx oy

v = y= o (45)

y Trajectory

Position vector

The x- and y-components of 7 are simply x and y.

Figura 4.1: Knight (2013).

The displacement is
AF = AxT + Ayj
Ax % 2

The average velocity
points in the direction
of A7

Figura 4.2: Knight (2013).

Point 2 moves closer
to point 1 as Az — 0.

The instantaneous
velocity V is tangent
tothe curveat 1. 3

y

“As At — 0, A7 becomes
tangent to the curve at 1.

Figura 4.3: Knight (2013).
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Como todo vetor em duas dimensdes, a velocidade pode ser decomposta
nas suas componentes x e y (coordenadas retangulares), mas também pode
ser expressa como um modulo e dngulo com o eixo x (coordenadas polares).
As relagdes entre as representagdes nos dois sistemas de coordenadas sdo

v=1/vZ+02,
. (a) vy (b) (4.6)
vy = vsin6; tanf = =

Uy = vcos0,

Uy
Cuidado para ndo confundir os graficos abaixo! O painel a esquerda mos-
FIGURE 4.7 Two different uses of tangent lines.

Don’t confuse these two graphs! ..,

¢ Y

Position-versus-time graph Trajectory

N y v
The value of the The direction of the
velocity v, is the velocity is tangent
slope of the curve. to the curve.
t X

tra um grafico de posigdo (x, y, ou outra coordenada arbitraria) em fungio
do tempo. A velocidade instantanea é o coeficiente angular da reta tangente
a um ponto da curva. O painel a direita mostra um grafico da trajetéria da
particula em um plano x y: seria como uma foto com alta exposi¢éo do objeto.
O sentido da velocidade é dado pela reta tangente a um ponto da curva. Nesse
caso, no entanto, sé temos o sentido de ¥, e nio o seu médulo.

O vetor aceleragdo média é dado por

- AT
4 med = F (4.7)

A figura ao lado mostra a maneira de obter o sentido do vetor aceleragao.
A aceleragdo instantinea é a aceleracio média em um instante de tempo

infinitesimal: N N
- . AV med _ dv

a = 1m ————- —_—.
At—0 At dt

A aceleragéo pode causar duas mudangas no vetor velocidade: (a) o mo-

(4.8)

dulo da velocidade pode mudar, e/ou (b) o sentido da velocidade pode mudar.
O vetor aceleragio tem o papel duplo de mapear os dois tipos de mudangas.
As figura ao lado mostra que a aceleragdo pode ser decomposta em uma com-
ponente paralela (7”) e uma perpendicular (@ ,) 4 velocidade. A compo-
nente paralela é a responsavel pela mudanca (a) do médulo, e a perpendicular
(b) do sentido.

Vertical component of v

«
<!

v, = vcosf

Horizontal component of ¥

Figura 4.4: Knight (2013).

Figura 4.5: Knight (2013).

Average
acceleration

Figura 4.6: Knight (2013).

This component of @ is changing
the direction of motion.

—

a

; / v
5
a,

~F,
¢ a s
This component of @ is changing

the speed of the motion.

Figura 4.7: Knight (2013).
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O painel (a) ao lado mostra a aceleragio instantdnea em um ponto da
trajetoria, e as componentes paralela e perpendicular a velocidade. A compo-
nente perpendicular para baixo é a responsavel por fazer a trajetéria mudar
para uma curva circular para baixo. As vezes é mais conveniente decompor a
aceleragdo em componentes cartesianas:

dv  du,, dvy,

7:axi+ayj:;— dt 1+ dt 1> (4.9)
onde p p
v v
dy = dtx e ay= d—ty (4.10)

O painel (b) ao lado mostra a decomposi¢do do vetor aceleragido em coorde-
nadas retangulares. Cada componente da acelera¢io atua no seu eixo: a, éa
responsavel pela variagao da velocidade vy, e ay é pela variagio da velocidade

l)y.
4.2 Movimento de projéteis

Um modelo util dentro da cinematica bidimensional é o movimento de projé-
teis. A figura mostra a trajetdria paraboélica desse movimento.

The y component of
velocity is zero at the

i The x component of
Y peak of the path.

velocity remains
constant because
there is no
acceleration in the x

vy = 0 Vo g’

v, =
Y - @ SQ @
7] X .
N X1
v 0 direction.
i/ U, 0
U /7 @ x1 U, —
Y Y V@
\
\
) \
0, B | vy
® Ve
v
Xl
0;
The projectile is launched N
- Uy \(G)

with initial velocity V.

As hipoétese por tras desse modelo sdo: (a) a particula estd em queda livre
com aceleragio para baixo constante, (b) o efeito do atrito com ar é desprezi-
vel. Em (a), portanto, estamos (a1) aproximando a Terra como uma superficie
plana em pequena escala, (a2) a particula ndo pode ir muito alto para que g
varie demais, e (a3) a particula ndo tem dimensdes. Em (b), temos que (b1)

o corpo nao tem velocidade muito alta, ou o atrito do ar seria consideravel,

(a) The parallel component is associated
with a change of speed.

Instantaneous velocity

o/
i 4
E[‘ H A
z o
a,
a

The pCl'pCl‘l‘diCU]ur

Instantaneous component is associated
acceleration with a change of direction.
X
(b)
y Instantaneous velocity
v
a,\
aj  a,
The x- and y-components
are mathematically more
Instantan@ous convenient.
acceleration

Figura 4.8: Knight (2013).

Figura 4.9: Serway & Jewett (2013).
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e (b2) o objeto ndo gira, ou teriamos que considerar efeitos aerodinamicos.
Portanto, o movimento de projéteis é um bom modelo para o langamento de
uma bola no ar, mas ndo para o langamento de foguetes.

O movimento de um projétil pode ser dividido em duas partes indepen-
dentes: o movimento horizontal (x) e o vertical (y). Supondo que o langa-
mento ¢é feito em um 4ngulo §; com a horizontal e com velocidade de médulo
v;, é util decompor a velocidade inicial (v;) do projétil em suas duas compo-

nentes cartesianas:
Uxi = UiCOSQi, Uy,' = v,-sin@,-. (4.11)

A aceleragdo da gravidade s6 tem uma componente vertical, entdo s6 muda
avelocidade v,. A velocidade v, ¢é, portanto, constante. Isso implica que as
equacdo do MRU aplicam-se a0 movimento horizontal. Além disso, |a| = |g| é
constante, o que implica que o movimento vertical é regido pelas equagdes do
MRUV. Ou seja:

1 2
Xf = Xj + Vix AL, ye = yi+ viyAt — —g(At)”,
MRU 2 MRUV
Ugx = Vix = constante; Vfy = Viy — gAtL. - e
(4.12) el T N
7
/ h
A variavel t é a Uinica varidvel comum as equagdes das componentes x e y. X o l
1
Vejamos uma aplicagdo de como conectar essas expressdes no caso a seguir.

0
Imagine que queremos encontrar a altura maxima h e o alcance R de um ’

projétil, mostrados na figura ao lado.
A altura maxima ¢ medida no épice da trajetéria, quando v, = Oms™!

(ponto A). Usando a equagio para a velocidade do movimento em y,

vyf:U},,-—gt:>0:v,-sin6,-—gtA, (4.13)
v;sin0;

g

ta = (4.14)

A altura nesse ponto é dada pela equagio para a posi¢io de um MRUV:

1
yf:yi+Uy,'t—£gt2; (4.15)
2
sin;0; 1 . sin O;
h:(vism@i)wnz_g(wnz) (4.16)
g 2 g
v2sin2 6;
=4 1 (4.17)
2g

na qual substituimos o resultado para 4 que acabamos de encontrar. A altura
maxima é quando sin? §; = 1, o que implica §; = 90°. A altura é menor
quanto menor o 4ngulo de lancamento.

O alcance ¢ medido quando o projétil volta ao mesmo nivel horizontal em
que comegou (ponto B). O intervalo de tempo entre o langamento e £4 é 0

Figura 4.10: Serway & Jewett (2013).
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mesmo que entre t4 e tg. Ou seja, tg = 2t4. Usando a equagdo para a posi¢do
de uma particula em MRU,

Xf =X+ Uyit, (4.18)
R=uvyitp = (vicos ;) (2ta) (4.19)
2v; sin 0;

= (v; cos ;) Z0isbi (4.20)

4

ZU% sin 6; cos 0;
= (4.21)

8
Portanto:
2 .

v% sin26;

R= ‘1= (4.22)

g

O alcance maximo é quando sin26; = 1, o que implica 0; = 45°. Como o seno
é¢de20;,e0 < 0; <90° o alcance de 4ngulos complementares (por exemplo,
15 e 75°) é o mesmo. A figura acima mostra o a trajetéria de projéteis para
alguns 4ngulos de langamento.

y (m)
150 0
v, = b0 m/s
(LRGN I / Complementary
/ \ . . .
100 4 \ values of the initial

angle 6; result in the
same value of R.

50
\\\\
N AR
~ \ N
~ | X (m
200 250

4.3 Movimento circular uniforme

Vimos que a acelera¢io muda a velocidade. A mudanga pode ser tanto do
modulo da velocidade, quanto do seu sentido, quanto dos dois. A compo-
nente do vetor aceleragdo perpendicular & velocidade é responsavel pela
mudanca do sentido do vetor velocidade.

Em um movimento circular uniforme, o médulo da velocidade é cons-
tante, mas o seu sentido muda a todo instante. A aceleraqéo, portanto, é
perpendicular a velocidade, e sempre aponta para o centro do circulo. A
velocidade é um vetor sempre tangente a circunferéncia.

Figura 4.11: Serway & Jewett (2013).
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4.3.1  Quantidades angulares

Antes de analisarmos o movimento circular, ¢ til definir quantidades angula-
res. Elas sdo andlogas as lineares:
x < 0,
V<< w,
a<a.
A posigido angular é o 4ngulo varrido pelo corpo. Durante um intervalo

de tempo dt, uma particula P percorre um arco ds = rd0. O deslocamento
angular em radianos é portanto:

ds

r

de (4.23)

A velocidade angular instantanea ¢ a taxa de variagao do deslocamento
angular da particula:

w = lim A—e = ﬁ (4.24)
T At>0 At dt” 424
Aceleragdo angular (instantinea') é a taxa de variagdo de w:
Aw d£ a6

AN A T T (4:25)
No caso de um movimento circular uniforme, w é constante e, portanto,

a = 0. Em uma volta completa o deslocamento angular é 2w rad, e o tempo

para que a particula volte 8 mesma posi¢ido chama-se periodo (T'). Portanto, a

velocidade angular, nesse caso, é dada por

2mrad
= . .26
|| T (4.26)

4.3.2  Relagdo entre grandezas angulares e lineares

A figura ao lado mostra uma particula em movimento circular uniforme. A
sua velocidade linear é sempre tangente a esta trajetoria. A velocidade é a
velocidade tangencial, e vale:

v—v—é—rd—g (4.27)
N dr e +27
v=ro. (4.28)

Podemos, portanto, expressar o periodo em fun¢do do médulo da veloci-

dade da particula

2nr
T=—. (4.29)
v

A aceleragio tem somente uma componente perpendicular a velocidade,
que sempre aponta para o centro do circulo. Essa acelera¢io centripeta é:

2
v
a=a, Tt (4.30)

a=a,=rw’. (4.31)

y Position at
time 1, = 1, + At

The particle has @
an angular dis-
placement Af. %
Position
< ~
0; Y at time 7,

Figura 4.12: Knight (2013).

' A velocidade e a aceleracio médias sdo

AO Aw
dadas por wpeq = A7 € Amed = e
The instantaneous

velocity V is tangent to
the circle at all points.

Vo

For uniform circular motion,
the acceleration d points to

B the center of the circle.
The angular velocity
is constant.

Figura 4.13: Knight (2013).
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(a)

()

Figura 4.14: Halliday, Resnick &
Para demonstrar a equagio anterior, podemos comega decompondo a gira 414 Y
velocidade ¥ em coordenadas retangulares:

Walker (2010).
V= v i+ vyj = (~vsin 8)i+ (vcos 0)j.

(4.32)
O seno e cosseno do dngulo podem ser reescritos em termos das coordenadas

da posigao da particula:
v = (—ﬂ)h (%)]
r r

(4.33)
A aceleragio é dada pela derivada da velocidade com o tempo:

2 ﬁ_(_v@)i+(vﬂbf)e
Cdt \ rdt rdt)”
Mas dy/dt = v, = vsin 0 e v, = dx/dt = vcos 0. Assim,

2 2
(—U cos@) i+ (—vsin 9)]
r r

O médulo da aceleragio é entdo

(4.34)

—
a =

(4.35)

2 2
v - v
a:\/a§+a§:—\/c0520+31n29:
r

, (4.36)
"
que é a equagdo que queriamos demonstrar.

Além disso, podemos ver que @ sempre aponta para o centro do circulo.
O angulo ¢ da figura acima é dado por:

(4.37)
Ou seja, ¢ = 0, e aceleragio é, portanto, centripeta.

4.4 Movimento relativo

|
A figura ao lado mostra a posi¢do de uma particula P. Suponha que um ob-

-5 0
servador escolha a origem do eixo x no ponto A, e outro no ponto B. No

‘—XB
+5 +10

Figura 4.15: Serway & Jewett (2013).
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referencial A, a posi¢do da particula é 5m, e no B é 10 m. Qual dessas medi-
das da posigdo esta correta? Ambas estdo corretas dentro de cada referencial
considerado!

A figura ao lado mostra uma mulher e um homem em uma esteira rolante,
e uma mulher fora. O homem esta caminhando. A observadora fora da es-
teira percebe 0 homem caminhando com uma velocidade maior do que a na
esteira. Qual observacédo corresponde a realidade? Ambas sdo observagdes
validas. A velocidade depende do referencial a partir do qual ela é medida,
assim como a posi¢do depende do referencial em que ela é medida.

Medidas feitas em referenciais em movimento sdo perfeitamente validas.
Na realidade, nao ¢ possivel distinguir dois referenciais ditos inerciais. Um
referencial inercial é definido tal que um objeto nio sofre acelera¢do se ndo
houver for¢as atuando sobre ele. O principio da relatividade galileana diz que
as leis da mecanica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais.

PRINCIPIO DA RELATIVIDADE DE GALILEU: As leis da fisica sdo as mesmas
para um observador que estd se movendo a velocidade constante e para um
observador parado. (Dialogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo)

PrRINC{PIO DA RELATIVIDADE DE NEWTON: Movimento absoluto néo
pode ser detectado. (Principios Mateméticos da Filosofia Natural)

SUPONHA uma particula C em uma determinada posi¢io 7 ca em um
referencial inercial S4. Queremos obter as coordenadas 7 cp dessa particula
em um outro referencial inercial Sg. Usando a soma geométrica de vetores, de
acordo com a figura ao lado,

Tep=Tca+ T aB (4.38)

onde 7 ap é o vetor que liga a origem do referencial B ao de A.
A particula C pode ter uma velocidade diferente nos dois referenciais.
Diferenciando a equagio anterior,
d7cs dTca . d7 ap (439)
dt — dt dt ’ +39

— — —
UCB= UcCa+ UABs (4.40)

onde v sp é a velocidade do referencial A em relagdo ao referencial B. Note
que VAR = — Upa. Essa relacdo é conhecida como transformagdo de Galileu
da velocidade. Vocé ja deve ter se deparado com ela no caso unidimensional,
em que faz muito sentido: ela é a razdo pela qual é sempre mais seguro andar
de bicicleta na mesma méo do resto do trafego.

A aceleragio, por outro lado, é sempre a mesma em qualquer referencial
inercial. Na verdade, a acelera¢do é a mesma em dois referenciais no caso
mais genérico em que U Ap € constante. Tomando a derivada da ultima equa-

=™

|

Figura 4.16: Serway & Jewett (2013).

Object C can be located
relative to A or to B.
< y

Reference frame A

Reference frame B

Figura 4.17: Knight (2013).



¢ao,

— — —
dUCB_dUCA_i_dvAB.

dt dt
— —
acB = 4dcCA

onde usamos d?AB/dt =0.

dt

>

CINEMATICA BIDIMENSIONAL DE PARTICULAS

(4.41)

(4.42)
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5
Leis de movimento

Nos capitulos anteriores, estudamos a cinemdtica da particula, que descreve
seus movimentos. Passamos agora a dindmica de particulas, que se interessa
pelo que influencia o movimento. Existem dois conceitos importantes: o de

forca e o de massa.

5.1 Forgas

Contact forces (=
— (@ L
YV YVYVer - Qi
s R4
AAAALARLN =
Field forces e .
o I I I
I ! | I |
I —_
L m —— M P — +0 || Tron | N S
I I I

Entendemos intuitivamente o conceito de for¢a como um esforgo que
pode causar uma variagao de velocidade em um objeto (mas nem sempre!
A forca aplicada pode ser em vio). A figura acima mostra diferentes forcas
macroscopicas. Algumas forcas sdo de contato, e outras sdo de campo (cuja
acio é a distancia).

As forcas fundamentais sdo quatro: gravitacional (entre particulas), ele-
tromagnética (entre cargas), forte (de longo alcance entre hadrons, é a forca
que mantém prétons e néutrons juntos no nicleo atdmico) e fraca (de curto
alcance, entre particulas que trocam bosons W e Z). Em mecanica classica,
nos preocupamos com as duas primeiras forgas.
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Figura 5.1: Serway & Jewett (2013).
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5.2 As leis de Newton

As leis de Newton, em geral, sdo expressas com os nomes nao muito elucidati-
vos de primeira, segunda, e terceira lei. Prefiro os nomes descritivos das leis, e
acho mais 16gicos apresenta-las em outra ordem. Primeiro, uma lei define que
forgas sao interagdes entre corpos. Segundo, uma lei define referenciais iner-
ciais se um corpo estd isolado. Por fim, em um referencial inercial, a ultima lei
diz que a mudanga de movimento em um corpo é proporcional a resultante
das forgas.

LEI DA AGAO E REAGAO (terceira lei de Newton):

Forgas sdo interagdes entre corpos. Toda for¢a ocorre em um par de forgas
de agdo e reagdo. O par de forgas atua em dois corpos distintos. O modulo das
forgas ¢ igual, e os vetores forgas tém sentidos opostos (ver figura ao lado).

LEI DA INERCIA (primeira lei de Newton):

Se um corpo nio interage com outros corpos, é possivel identificar um
referencial (dito inercial) em que o corpo tem aceleragio nula.

Essa lei também pode ser expressa como:

Na auséncia de forgas externas, visto de um referencial inercial, um objeto
em repouso permanece em repouso, e um objeto em movimento permanece
em movimento com velocidade constante (i.e. em linha reta).

LEI DA ACELERAGAO (segunda lei de Newton):
Em um referencial inercial (definido pela lei da inércia), a aceleragdo de
um corpo ¢é inversamente proporcional a sua massa e diretamente proporcio-

nal a resultante das for¢as que agem sobre ele.

— —
7_Fres_ZiFi

m m

(5.1)

5.2.1 Diagrama de corpo livre

Um recurso importante para entender forgas resultantes em um corpo sio
diagramas de corpo livre. Esses diagramas sdo uma representagio pictérica de
todas as for¢as atuando no movimento. Dicas: (a) Identifique todas as for¢as
atuando no objeto. (b) Desenhe um sistema de coordenadas. (c) Desenhe o
corpo na origem do sistemas, e desenhe os vetores para a for¢a. (d) Desenhe o
vetor da forca resultante.

5.3 Forga gravitacional

MAssA

Figura 5.2: Serway & Jewett (2013).



Imagine uma bola de papel e uma bola de basquete. Qual delas é mais
dificil arremessar? Por qué? A resposta esta ligada a propriedade dos objetos
que resiste 3 mudan¢a de movimento; essa propriedade é a massa inercial.

A massa de um objeto esta definida como a constante de proporcionali-
dade na segunda lei de Newton. Quanto maior a massa, dada a mesma forga,
menor ¢ a aceleracdo de um objeto. Ela é uma propriedade intrinseca de um
objeto.

FORGCA GRAVITACIONAL
A figura ao lado mostra dois corpos de massas m; and m;, cujos centros
estdo a uma distincia r. A lei da gravitagdo de Newton diz que a for¢a entre

esses dois corpos é
Gm1 my

Flem2:F26m1:T> (5-2)

onde G = 6,67 x 1071 Nm? kg2 é a constante gravitacional.
Se a forca gravitacional é dominada por um corpo de massa M, podemos

escrever
GM
Fg = m— (5.3)
N
= Fg=mg, (5.4)

onde g ¢ a aceleracio da gravidade em determinado ponto do espaco. Note
que g ¢ causado pela forca de atracio gravitacional: quanto mais préximo de

uma massa grande, maior ela serd. Na superficio da Terra, g ~ 9,80 ms™2; mas

no topo de uma montanha g ~ 9,77 ms™2.

A aceleragio de queda livre, g, é independente da massa do corpo, como ja
tinhamos visto anteriormente.

Na equagéo anterior, a massa é uma massa gravitacional, pois é a constante
de proporcionalidade entre a forca gravitacional e aceleragdo gravitacional.
Experimentos mostram que a massa inercial, expressa pela segunda lei de
Newton, é igual & massa gravitacional. Essa igualdade é o postulado no qual a

teoria da relatividade geral proposta por Einstein estd fundamentada.

Peso

No dia-a-dia, usamos massa e peso como dois termos equivalentes. Em
fisica, peso se refere a forga gravitacional no objeto. Um objeto que tem massa
de m = 2kg tem essa massa na Terra ou na Lua. O seu peso na Terra é ~ 20N,
mas na Lua é ~ 3N, ja que a aceleragdo da gravidade na superficie da Lua é
aproximadamente um sexto do da superficie da Terra."

Peso é uma medida; a figura ao lado mostra uma balan¢a com mola. Se
a balanca e o objeto estdo em repouso em relagio a Terra, a forga com que
a mola empurra o objeto colocado na balanga é igual for¢a gravitacional
exercida pelo objeto na mola.
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ris the distance
between the.,

centers. r

The forces are ‘along the
line between the centers.
-+ From Newton’s third
law, the forces are equal
in magnitude but
opposite in direction.

Figura 5.3: Knight (2013).

(a) The scale reading
is the magnitude
of F,. i

-, Cutaway detail
F_M& " showing the spring

® The object is
stretching the
spring.

(b) The object is
- A compressing
Fy, the spring.

[ yo— \-_':::

5

Figura 5.4: Knight (2013).

' Veja o peso de objetos em outros mundos.


https://www.exploratorium.edu/ronh/weight/index.html
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The man feels heavier
than normal while

Se tentamos medir o peso de um objeto na presenca de uma aceleragio accelerating upward.
extra, no entanto, a balanca irda mostrar um peso diferente. Considere a pessoa

ao lado em um elevador acelerando para cima. A for¢a resultante é para cima,
o0 que implica que a forga exercida pela mola na pessoa é maior que a forca
gravitacional:

(Fnet)y = (Fsp)y + (Fg)y = Fsp —mg = may,,. (5.5)

Portanto, é 1til definir o peso como o peso de um objeto estacionario.
. , . . Spring scale
No entanto, a sensagdo de peso que temos é devido as forgas de contato. Em

avides que fazem voos ‘zero-G’ e astronautas em estagdes espaciais, a sensagao
de nio ter peso ¢ devido ao fato de estarem em queda livre. E a mesma sensa- '

¢d0 de estar em um elevador caindo, ou durante os primeiros instantes antes H

net

—
i

de abrir um paraquedas. Na estagdo espacial, todos os objetos estdo o tempo
todo em queda livre, sem nunca atingir o chdo. P

5.4 Forga de atrito
Figura 5.5: Knight (2013).

A forga de atrito é a responsavel por muito do que fazemos no dia-a-dia,

> “The Guide says there is an art to flying,
said Ford, or rather a knack. The knack lies
microscopico. As superficies ndo sdo lisas. O quanto de contato existe entre in learning how to throw yourself at the

inclusive andar. A figura ao lado mostra o que acontece do ponto de vista

as superficies depende de quiao comprimidas uma com a outra estdo (o que ground and miss. ~ Douglas Adams, em
Life, the Universe and Everything.
depende, portanto, da for¢a normal).

Nos pontos em contato, os dtomos das duas superficies criam ligagoes
eletronicas. Para separar as superficies, é necessario quebrar essas ligagdes.

Uma vez as ligagdes quebradas, ainda existe forca atrativa entre os pontos

de contato, mas hd menos tempo para que elas se estabelecam. E mais f4cil
Two surfaces
in contact

manter uma superficie deslizando em outra do que vencer o atrito inicial
Very few points
are actually

in contact.

entre as superficies. Uma camada de liquido (4gua, gelo derretendo) ou gas
entre as superficies diminuem os pontos de contato e minimizam o atrito.
O atrito estdtico é a for¢a que faz com que um corpo néo deslize. A figura

Molecular bonds form
between the two

.. materials. These bonds
have to be broken

as the object slides.

ao lado mostra uma pessoa empurrando uma caixa que esta em equilibrio
estatico, e ndo sai do lugar. Por que a caixa estd em equilibrio estético, a for¢a

— —
de atrito estatico, fo tem moédulo igual e sentido oposto a for¢a F emp com a

qual ela esta sendo empurrada:

Z = _f‘)emp' (5.6) Figura 5.6: Knight (2013).

O atrito estatico é uma resposta a uma forga aplicada.
V=0

Object
is at rest.

Se a forca aplicada é grande o suficiente, o objeto se move. Portanto, a
forga de atrito estdtico tem um valor maximo, que experimentos mostram ser

proporcional a for¢a normal N: 7

Static friction is opposite

fe, max = ﬂeN, (5_7) the push to prevent motion.

Figura 5.7: Knight (2013).
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onde a constante de proporcionalidade g, é chamada de coeficiente de atrito

Pushing
\ a

Object is
accelerating.

estatico. Portanto, um objeto fica em repouso se fe < fe, max> desliza se fe =
fe, méx»> € estd em movimento — portanto, nio existe mais atrito estdtico — se

fe > fe, max-

Como comentamos na descri¢do microscopica do atrito estatico, a forga

e

de atrito é menor quando o objeto nio estd mais em repouso. A figura ao lado p
mostra essa situaiflo: agora existe um atrito cinético, fc < fe, max- 7 I P

O sentido de f. é oposto ao da forca com que o objeto esta sendo empur- < >
rado, e o seu valor é proporcional a for¢a normal: ﬁGl ﬁ_’

= UcN, (5.8)
Je = pe Figura 5.8: Knight (2013).

onde p é o coeficiente de atrito cinético. A tabela ao lado mostra varios Static Kinetic

coeficientes de atrito estatico e cinético para a interagio entre superficies Materials Ms M
diversas. Note que p¢ < ge. Rubber on

A figura a seguir mostra um grafico idealizado da for¢a de atrito. A parte Sts;n:;e:[eeel 100~ 0.80
a esquerda, com o rétulo at rest, mostra o atrito estatico, para o corpo em (dry) 0.80 0.60
repouso. A parte a direita mostra o corpo em aceleragio, em que a forca de Steel on steel

(lubricated) 0.10 0.05

s .. C . Wood on wood  0.50 0.20
Atribui-se a Leonardo da Vinci os primeiros estudos das forgas de atrito. Woodonsnow 012 0.06

atrito € cinética.

Charles Coulomb, no século XVIII, fez vérios experimentos ressaltando a Tce on ice 0.10  0.03

diferenca entre os dois tipos de atrito.

f Static friction : Kinetic friction Figura 5.9: Knight (2013).
’ |
P S ‘ The object slips when f, = £, .. Figura 5.10: Knight (2013).
sma N ... The friction force decreases as
. the object begins to move.
R
< & [, = constant
wn f=== 5 - ‘ =
K- *., The kinetic friction force
~ " remains constant once the
I Y Slope = 1 object is moving.
At first the object doesn’t move,

to match the pushing force. This
causes the graph to increase with
a slope of 1. At rest

1
1
1
1
1
1
so the static friction force increases !
L
|
1
|
1
|
1

A
[
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5.5 For¢a no movimento circular

Na Secio 4.3, descrevemos 0 movimento circular uniforme. A velocidade é
tangencial (v;) a0 movimento. Como o médulo da velocidade é constante, e
apenas seu sentido varia, vimos que existe somente uma componente centri-
peta da aceleracgéo (a,), que vale

2
v

ar =+, (5.9)
r
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A force f,. , directed

toward the center
34 of the circle, keeps

the puck moving

in its circular path.

onde r é o raio do circulo descrito pelo corpo.

Se existe uma aceleragio centripeta, ela é causada por uma for¢a resultante
centripeta, de médulo constante, no corpo em movimento circular uniforme.
A figura ao lado mostra um disco em MCU sendo puxado por uma corda.
Nesse exemplo, a for¢a centripeta resultante é a forca da corda puxando o
disco. Se a corda fosse cortada, segundo a lei da inércia de Newton, o disco ia
passar a se mover em linha reta, em uma trajetéria tangente ao circulo.

Note que a for¢a centripeta nao é uma forga causada por uma interagio,
como, por exemplo, a forga gravitacional, a normal, ou de atrito. O termo
for¢a centripeta descreve simplesmente a forga resultante para que uma parti-
cula tenha uma trajetéria circular.

Aplicando a lei da aceleragdo de Newton, temos que a resultantes das

forgas em um MCU ¢
2

ZF =ma, = mv—t (5.10)
r

A figura ao lado mostra os vetores para a resultante da forca, a aceleragao
centripeta, e a velocidade da particula em um dado instante de tempo.

Figura 5.12: Serway & Jewett (2013).
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Energia

Os termos posicéo, deslocamento, velocidade, e até for¢a sdo palpaveis. O
termo energia é mais abstrato; em geral associamos ao uso de combustivel
(tanto em veiculos como em processos bioldgicos). Mesmo sendo um termo
um pouco abstrato no dia-a-dia, o termo energia ¢ muito util em Fisica.
Comecemos pela defini¢do de trabalho, que é mais concreta, para depois
passar para defini¢des de diferentes tipos de energia.

A andlise de varios sistemas é mais simples usando o conceito de energia
do que aplicando as leis de Newton.

6.1 Trabalho realizado por for¢as

O termo trabalho em Fisica é bem diferente do que usamos no dia-a-dia. Em
Fisica, o trabalho quantifica quio efetiva é uma a forca aplicada para mover
um objeto.

Imagine que vocé estd empurrando um objeto no chéo. Se vocé empurra
na vertical, ele ndo vai se mexer. Sua for¢a foi completamente desperdicada.
Se vocé empurra horizontalmente, sua for¢a vai toda para o movimento do
objeto. Se vocé empurra em um angulo com a horizontal, parte é desperdi-
¢ada empurrando o objeto contra o chio. Portanto, a efetividade da forca
para mover um objeto depende do dngulo de aplicagao da for¢a em relacédo ao
deslocamento. Além disso, se a for¢a é maior e se o deslocamento é maior, a
‘efetividade’ também é maior.

O trabalho W realizado por uma for¢ca constante é

—

N
W=F-Ar =FArcos0, (6.1)
onde Ar é o mddulo do deslocamento a partir da aplicagdo da forca, 8 é o
angulo entre os vetores for¢a e deslocamento, e usamos a defini¢do do produto
escalar (Secdo 3.4.2). Note que W é um escalar, e no SI tem unidades de joule
).

Para uma for¢a varidvel, o trabalho para cada pequeno deslocamento é
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Figura 6.1: Serway & Jewett (2013).
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dado por
W = lim F,Ax. (6.2)
Ax—0

O trabalho total é a soma dos trabalhos para cada deslocamento infinitesimal
- sim, uma integral!

X
f x

W= limOZFxAx = f " Fedx. (6.3)
Xi Xi

Ax—

No caso geral de varias forcas externas, e para o caso que o sistema pode
ser modelado como uma particula, temos que o trabalho realizado por um
agente externo no sistema é dado por

W= Wei= [ (L F) 7. (6.4)

No caso de um sistema deformdvel, que ndo pode ser modelado como uma
particula, temos que primeiro calcular o trabalho de cada forga e depois

soma-los:

SW= W= (f?'d—r)). (6.5)

forgas

6.2 Energia cinética e o teorema trabalho-energia

O trabalho expressa a transferéncia de energia para o sistema. Uma con-
sequéncia da transferéncia de energia pode ser o aumento da velocidade do
sistema, expresso em termos do aumento da energia cinética do sistema.

Considere o sistema ao lado, em que a resultante das forgas no eixo x é
dada por ) F. O trabalho realizado por essa for¢a resultante é

Wei= [ ¥ Fx. (6.6)
X

Usando a lei da aceleracio de Newton, F = ma, temos

xj xji dv *j  dvdx vy
WeXt_./xi madx = . madx—/;i maﬁdx—-/vi muvdv, (6.7)

onde v; e v sdo as velocidade inicial e final do sistema. Resolvendo a integral,

1 5 1 5
Wext = Emvf - Emvi. (6.8)

Apesar de partirmos do caso unidimensional, essa expressao é valida para o
caso de trés dimensdes. Se vy > v;, o trabalho realizado aumentou a quanti-
dade mv?/2 do sistema. Chamamos essa quantidade de energia cinética,

K

N | —

mv (6.9)

Figura 6.2: Serway & Jewett (2013).



A relagdo entre trabalho e energia cinética é, portanto,
Wext = Kf - K; = AK. (6.10)

Essa expressdo ¢ chamada de teorema trabalho-energia cinética: quando um
trabalho é realizado em um sistema e a inica mudanga é na velocidade do
sistema, o trabalho realizado é igual a variagdo da energia cinética do sistema.
Note que o trabalho pode ser positivo ou negativo: positivo se energia
cinética entra no sistema, e negativo se energia cinética sai do sistema.

6.3 Energia potencial Yy

Considere um sistema constituido pela Terra e por um livro. Imagine que
colocamos um livro em um lugar mais alto em relagio ao solo, e que ele estava
em repouso antes e depois de mudarmos a configuragdo do sistema. Nao
houve mudanca de energia cinética do sistema. No entanto, se o livro cair do
local final, a sua energia cinética ird aumentar.
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Como aumentamos o potencial da energia cinética do sistema aumentar, Figura 6.3: Serway & Jewett (2013).

associamos essa nova configuragio do sistema a um aumento na sua energia
potencial.

O trabalho que um agente externo faz ao mudar a configuragdo do sistema
livro (ou outra particula) e Terra é

Wexi = F - AT = (mgj) - [(vy = y:) j] = mgyy—mgyi.  (60)

Como no caso da energia cinética, associamos o termo mgy a uma quanti-
dade de energia que aumenta no sistema. Essa energia é chamada de energia
potencial gravitacional,

Uy = mgy; (6.12)
e o trabalho é dado por
Wext = AUg. (6.13)

Existem outros tipos de energia potencial, como a potencial elastica, elé-
trica, etc.

6.4 Conservagdo de energia

Pelo teorema de Noether, a energia é a quantidade conservada devido a inva-

rifncia das leis da Fisica em relagdo a transformacdes temporais.' Isso nio é ! Veja mais detalhes neste video de Sabine

valido para o Universo como um todo, mas é verdade em escalas ndo cosmo-
légicas. Para os nossos propodsitos, vamos considerar a energia de qualquer
sistema fisico fechado é conservada.

Considere a figura ao lado. Ela mostra um livro que foi empurrado em
cima de uma mesa, e agora esta desacelerando devido a forga de atrito entre

Hossenfelder.


https://www.youtube.com/watch?v=ZYM6HMLgIKA
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o livro e a mesa. Os painéis (b) a (d) mostram graficos da energia cinética,
energia interna e energia total. Inicialmente, em (b), o livro tem energia ci-
nética maxima. Em (c), a for¢a de atrito converte energia cinética em energia
térmica (as superficies da mesa e do livro esquentam). Em (d), toda a energia
cinética do livro virou energia térmica, e o livro parou. Note que todos os
graficos da energia total estdo no mesmo valor: o sistema isolado livro-mesa
néo perdeu nem ganhou energia.

Portanto, para um sistema isolado, em que ndo hd troca de energia entre o
meio e agentes externos (e, portanto, nenhum trabalho sendo feito no ou pelo
o sistema), a energia total é conservada.

No entanto, existem energias mais tteis do que outras. E muito dificil usar
a energia térmica causada pelo atrito para fazer o livro adquirir uma veloci-
dade de novo. Por outro lado, se dermos energia potencial ao livro, colocando
mais acima da mesa, é muito facil que essa energia seja convertida em energia
cinética. Definimos a energia mecdnica como a soma dessas ‘energia uteis, a
cinética e potencial:

Emec = K+ U. (6.14)

Forgas conservativas conservam a energia mecanica do sistema; forgas
ndo-conservativas transformam parte de energia mecanica em formas de
energia menos Uteis. A seguir vamos definir como identificar for¢as conserva-

tivas e ndo-conservativas.

6.4.1 Forgas conservativas

Quando discutimos a energia potencial gravitacional, vimos que a variaciao
dessa energia depende apenas do ponto inicial y; e do ponto final y;. A
figura ao lado mostra uma particula em um campo gravitacional. O trabalho
realizado pela forca gravitacional independe da trajetdria da particula. A forca
gravitacional é um exemplo de forga conservativa.

O trabalho realizado por uma for¢a conservativa em um particula que
se move entre dois pontos independe da trajetoria da particula. Portanto, o
trabalho realizado em uma particula por uma for¢a conservativa em uma
trajetoria fechada é nulo. Além disso, sempre podemos definir uma energia
potencial associada a qualquer for¢a conservativa.

Tomemos o caso da forga gravitacional. O trabalho realizado por essa for¢a
para levar uma particula de um ponto inicial i a um ponto final f é

Wy =-mgj-[(yj— i) j] = mgyi - mgys (6.15)

Note que essa equagdo é muito parecida com a eq. (6.11), a menos de um sinal
negativo em mgj. A diferenga 14 é que a forga relevante é uma for¢a externa
ao sistema Terra-livro, que é a for¢a aplicada, que se contrabalanca a for¢a
gravitacional e vale, portanto, mgj. A forca da equagdo acima é interna ao
sistema Terra-livro, e é a for¢a gravitacional da Terra no livro, —mgj.

- v=10
fl.' !
%
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energy energy energy

%

100
50 . E
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100

0
Kinetic Internal Total
energy energy energy

Figura 6.4: Serway & Jewett (2013).

The particle can move
along either path from

AtoB . Potential energy Uy

A
Potential energy U,

The force does work on the particle
as it moves from A to B, changing
the particle’s kinetic energy.

Figura 6.5: Knight (2013).
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6.4.2 Relagdo entre forcas conservativas e energia potencial

Da eq. (6.15), temos que o trabalho de uma forga conservativa interna ao
sistema ¢ igual ao negativo da variacdo da energia potencial:

M]int =-AU. (616)

Podemos escrever, portanto,
Xj
AU=Us-U; =~ [ F,dx (6.17)
Xi
Isso significa que a for¢a conservativa é dada por

_d£ (6 18)

A figura ao lado mostra um livro sendo arrastado em uma mesa horizontal,

F, =
6.4.3 Forgas ndo conservativas

no qual a for¢a de atrito é ndo-nula. A forga de atrito é sempre contraria ao
movimento do livro,_e) o seu trabalho é, para um pedago infinitesimal ds da
trajetoria, d Wy, = fc-ds = —ucmgds. Integrando para toda a trajetéria, Figura 6.6: Serway & Jewett (2013).
Watr = —prmgAs, ou seja, o trabalho da forga de atrito é maior quanto maior
o deslocamento As.

Se o trabalho realizado por uma for¢a em um particula que se move entre
dois pontos depende da trajetéria da particula, essa é uma for¢a ndo conserva-

tiva. Um exemplo é a forca de atrito, que é uma forga dissipativa.

6.5 Poténcia

Figura 6.7: Serway & Jewett (2013).

Considere a figura acima. Desprezando perdas de energia mecanica, para
transportar a geladeira para o caminhdo, a pessoa tem que realizar o mesmo
trabalho, mgh, independente da inclinagdo da rampa. Se a rampa for menos
inclinada (menor 8), no entanto, a distdncia sera maior, e a pessoa ird realizar
menos trabalho por unidade de comprimento. Se ela empurra a geladeira a
uma velocidade constante com a rampa mais ou menos inclinada, o trabalho
por unidade de tempo serd menor para a rampa menos inclinada.
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A poténcia média em um intervalo de tempo At é

W
Prhed = —- (6.19)
At

Portanto, a poténcia para transportar a geladeira serd provavelmente menor
no caso de uma rampa menos inclinada, que implicaria em um At maior.
Definimos a poténcia instantdnea como a taxa de transferéncia de energia
por unidade de tempo,
dE

pP= I (6.20)

- —
Lembrando que dW = F - v, podemos escrever

—d—W—_)Q—FB) (6.21)
dt dt ' '

No SI, a unidade da poténcia é o watt (W =Js™).



/
Momento linear

O teorema de Noether define a energia como a grandeza fisica conservada
devido a invariéncia das leis da fisica com o tempo. Outra grandeza fisica
associada com simetrias fisicas é o momento linear (o que Newton chamou
de quantidade de movimento). A invariancia de sistemas fisicos com respeito
a translagdo espacial - as leis da fisica sdo as mesmas em qualquer local do
espago — implica na lei da conserva¢ao do momento linear.

O momento é muito 1til para modelos que envolvem a colisdo de par-
ticulas e a propulsdo de foguetes, e esse é o tema deste capitulo. Vamos ver
também o conceito de centro de massa: sistemas de varias particulas po-
dem ser descritos por uma particula tinica localizada no centro de massa do
sistema.

A conservagao de energia e de momento linear sdo usadas com muita
frequéncia em outros dominios da fisica. O espalhamento Compton, por
exemplo, que é um fendmeno quéntico, usa o principio da conservagio dessas
duas grandezas fisicas para calcular a mudanca do comprimento de onda de
fétons apds colidirem com elétrons livres.

71 Momento linear e segunda lei de Newton

Considere um sistema isolado composto pelas duas particulas ao lado, de

. —> —> ;. .
massas mj e my e com velocidades v 1 and v ;. A tnica for¢a agindo em
cada particula é devido a outra particula; pela lei de Newton da a¢io e reagio,

— —
Frp=-Fa, (7.1)
— —
Fy1+ Fp=0. (72)
Ou seja, a forga resultante de um sistema isolado (ou as soma das forgas
internas) € nula.
Da lei da aceleragdo de Newton, podemos escrever
— —
myay+myds=0, (7.3)
dv, dv,

=0, .
FTRRLCIPT, (7.4)

my
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Figura 7.1: Serway & Jewett (2013).
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onde usamos a defini¢io da aceleracio instantinea.
Se as massas sdo constantes, entdo elas podem ir para dentro da derivada:

d (ml_v)l) + d(mz_v)z)

=0, .
T T (75)
D m T+ ma D) =0, (76)
dt

A quantidade m;v; + m; 0, portanto, é uma constante em um sistema
isolado. Note que temos a mesma expressdo para as duas particulas. Essa
grandeza fisica é o que definimos como momento linear de uma particula:

? =mv. (7.7)

Note que p é uma grandeza vetorial, diferente da energia.
A lei de Newton da aceleragio é

F = =m——. .8
Y F=md=m— (738)

Essa expressdo acima supde que a massa é constante. De forma mais geral,

= _d(m7) _dp
Y. F = T (7.9)

Essa é a expressdo original da lei de Newton para o momento linear. Ela é
mais genérica e vale para quando um corpo perde massa — por exemplo, na

propulsdo de foguetes.

7.2 Conservagdo do momento linear

Em um sistema isolado, a resultante das for¢as externas é nula. Para duas
particulas,

d - —
—(p1+ p2)=0. (7.10)
dt
Isso implica que o momento total do sistema é constante:
— — —
(p1+ p2)= Ptot = constante. (7.11)
Isso é equivalente a dizer que 0 momento total inicial é igual ao final,
— — — —
Prit pai=pif+ Pay (7.12)

Note que a expressdo acima é vetorial, e é valida em cada uma das coordena-
das espaciais.

7.3 Variagdo do momento em sistema ndo isolado

Se o sistema ndo estd isolado e existe uma for¢a resultante externa, podemos
reescrever a equagéo (7.9) como

dp =Y Far. (713)



Integrando com respeito ao tempo,

- - — { -
AP=Pf—pi=ft'fZth- (7.14)

A essa quantidade fisica damos o nome de impulso:

— t —
I EffZth. (7.15)
ti

O impulso tem 0 mesmo sentido que a variagdo do momento. Ele néo é
uma propriedade da particula, e sim uma medida de mudan¢a do momento
por uma forga externa. A interpretagio grafica do médulo do impulso é dada

pela figura seguinte.

The time-averaged net force
The impulse imparted to the gives the same impulse to a
particle as does the time-

particle by the force is the
varying force in (a).

area under the curve.

SF r

(EF)

avg B

O impulso ¢ a drea embaixo da curva de ). F contra t. Essa drea pode ser
expressa como a area de um retangulo equivalente, com uma for¢a equi-
valente média aplicada no mesmo intervalo de tempo. Essa forca média é

calculada como

(ZF) = ﬁft_[fzi’dt. (716)

med -

74 Centro de massa

O movimento translacional de um sistema de particulas (ou de um corpo
extenso) pode ser descrito pelo movimento do seu centro de massa. O movi-
mento é como se houvesse uma unica particula com toda a massa do sistema
no local do centro de massa. Essa é a hipdtese por tras do modelo de parti-
cula, que usamos em todo esse curso.

Considere duas particulas. O centro de massa estd mais préximo da parti-
cula de maior massa. A posi¢do do centro de massa na coordenada x é

_ mix) +mpxp
XM= —————. (7.17)
mi + mp
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Figura 7.2: Serway & Jewett (2013).

Figura 7.3: Serway & Jewett (2013).



44

Para um sistema de n particulas,

_ MIX] A+ MXy + M3X3 + e+ WXy DL X D MK
XcM = = = s (718)
mip+my+ms+-+my, >im; M

onde x; é a posi¢do da particula i no eixo x, e M = X;m; é a massa total.
Podemos escrever o mesmo nas outras dimensdes espaciais y e z. O vetor
posigdo do centro de massa é, portanto,

N X X .
rcM = xcMmi + yomj +zemk (7.19)
1 .1 L1 .
= M§mixn+ﬁgmiyu+ﬁgmizik (7:20)
1
= Mzi:mi—r)i, (7.21)

- . o~ ’ .
onde r; é o vetor posi¢do de cada particula i.
Para um corpo extenso, constituido por inimeras particulas de massas

infinitesimais dm, nossa soma passa a ser uma integral,

Tom = / rdm. (7.22)
Podemos portanto definir a velocidade do centro de massa,
ar CM d r 1
Tem=——=— Z L =S mi T = (7.23)
; M
MVcm=Y, m7i =3 Ppi= ﬁm - (7.24)
i i

Veja a elegncia dessa expressdo: o momento linear total é igual ao momento
linear equivalente a uma particula de massa M com velocidade igual a do
centro de massa.

Podemos também escrever a acelera¢io do centro de massa,

d7v M dv 1
7CM=7:fZ 1:727’”1’71‘:” (7.25)
M5
Mdcv=Ymid;=) Fi (7.26)
i i

onde ?i ¢ a forga resultante na i-ésima particula. As forgas internas, no
entanto, se anulam: a for¢a da particula 1 na 2 ¢ igual 8 menos a for¢a da 2 na
1. Portanto, a soma das for¢as dada acima é simplesmente a soma das forgas
externas:

—
Z Fext = ME)CM~ (7.27)

Portanto, a lei de Newton da aceleragéo se aplica tanto a uma particula quanto
ao centro de massa de um corpo extenso ou de um sistema de particulas.

O CENTRO DE MASSA de um sistema de particulas de massa total M se move
como uma particula equivalente de massa M se moveria sob a influéncia da
forga externa resultante no sistema.

An extended object can be
considered to be a distribution
of small elements of mass Am;.

~,
recMm

Figura 7.4: Serway & Jewett (2013).



75 Colisées em uma dimensdo

Colisées acontecem quando duas particulas ficam muito proximas e interagem
por meio de forgas. As forcas de interagdo sdo muito maiores que outras
forcas externas.

Uma colisdo pode implicar no contato de dois corpos macroscdpicos.
Microscopicamente, no entanto, ndo existe ‘contato fisico. A figura ao lado
mostra duas bolas colidindo, e uma colisdo microscopica entre um elétron e
uma particula alfa (o nicleo de um atomo de hélio).

Nio importa a complexidade das forcas de interagdo: se o sistema pode ser
considerado um sistema isolado (ou muito préximo disso), o momento linear
é conservado em qualquer colisdo. A energia cinética total, por outro lado, ndo
necessariamente é conservada. Vamos ver os dois casos limites: o de colisdes
elasticas e o de colisdes perfeitamente inelasticas.

75.1  Colisdes perfeitamente ineldsticas

Colisdes em que a energia cinética ndo é conservada sdo chamadas de inelds-
ticas. Duas bolas de bilhar colidindo, por exemplo, emitem um som - parte da
energia cinética foi usada para agitar as moléculas de ar.

Existe um tipo especial de colisdo ineldstica: quando os dois corpos aderem
apos a colisao, dizemos que a colisdo é perfeitamente ineldstica. A figura ao
lado ilustra esse caso para dois objetos de massas m; e m3, com velocidades
V1 e U, antes da colisdo. A energia do sistema nio é conservada, mas o
momento linear do sistema, sim. Pode escrever entdo

Ap =0, (7.28)
Pi=p 1> (7.29)

— — —
My UL+ my U= (my+my) Uy (730)

A velocidade final do sistema é, portanto,

— —
s my U1 +my0y;

f= I (7.31)

75.2  Colisées eldsticas

Colisdes em que a energia cinética é conservada sdo chamadas de colisoes
eldsticas. A figura ao lado representa uma colisdo que pode ter sido elastica
, . — —
entre duas particulas de massas m; e m,, com velocidades v ;; e v ,; antes
da colisdo.
Nesse tipo de colisdo, tanto o momento linear quanto a energia cinética sao
conservados. Considerando que o eixo x é positivo para a direita,

pi=pf = myvy; + MaV2j =M1Vy 5+ Mavyf, (7.32)
1 1 1 1
Ki =Ky = Emlv%i+5mzv%i :EmlvferEsz%f. (7.33)
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Figura 7.5: Serway & Jewett (2013).

Before the collision, the
particles move separately.

After the collision, the
particles move together.

Figura 7.6: Serway & Jewett (2013).

Before the collision, the
particles move separately.

7]/ ;;‘2/
@ —

my Mo

After the collision, the
particles continue to move
separately with new velocities.

% s
/ ’ /

Figura 7.7: Serway & Jewett (2013).
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As equagdes acima sdo um pouco dificeis de serem usadas por causa dos
termos quadraticos. Vamos manipuld-las para obter um novo sistema de
equagOes lineares em v. Da equagdo da conservagdo do momento, colocamos
as massas em evidéncia:

mi (vii—vi7) = ma (vaf —v2i). (7.34)

Da equagio da conservacgio da energia cinética, colocamos as massas em

evidéncia e fatoramos os termos:
mi (v%i—v%f) =my (v%f—v%i), (7.35)
mi (v1i —v1j) (vii + vif) = ma (vap = v25) (V2 +02:). (7.36)

Dividindo a equagio (7.36) por (7.34),

Uli+U1f U2f+U2i, (7.37)

vii - v2i = — (v —vyy). (7.38)
O nosso sistema de equagdes agora pode ser definido como as equagdes

(7.34) e (7.38), que nao envolvem o quadrado da velocidade. Vamos reescrevé-
las aqui:

mi (v1i—vis) = ma (vaf —v2i), (7.39)
—(Ulf—l)zf). (740)

U1i = V2

Em geral as duas incégnitas sdo as velocidades finais v, ¢ € vy;. Isolando-as,

obtemos:
mp; —mp 21’)12
vif=\———— it ——— ) 2> (7.41)
mi + my mi +my
2m1 my —mg
sz =|— v+ | —— | U2;. (742)
miy + my mi +mj

7.6  Colisées em duas dimensoes

Na se¢do anterior, analisamos colisdes frontais, nas quais s6 precisamos nos
~ . ~ . Before the collision
preocupar com a conserva¢do do momento em uma diregio espacial. O caso

mais geral é um sistema isolado, no qual p é conservado nas trés dimensdes. Vi
Vamos estudar aqui o caso especial de colisdo obliquas em um plano, como J
my

entre duas bolas de bilhar. Pela conservacio do momento linear em cada "
2

dimensao espacial, temos

M1V1jx + MaV2ix = MV fx T MoV 53 (7.43) After the collision
M1V1iy + M2V2iy = M1V fy + MaVsf . (7.44) Wy
vy sin 6 /}
Um caso especial é aquele em que uma das bolas esta em repouso antes |
da colisdo, como na figura ao lado. Esse caso ¢ util mesmo quando a segunda <7 v cosf
// 9
Z
________ <
AN Vg COS
1
\J
vy sing t——=

Figura 7.8: Serway & Jewett (2013).



MOMENTO LINEAR

bola nio estd em repouso: sempre podemos mudar para o referencial de

uma bola, na qual ela estd em repouso, usando as transformacdes de Galileu
para a velocidade. Depois da colisdo, a primeira bola sai em um angulo 0 e a
segunda em um angulo ¢ com a horizontal. O momento inicial do sistema na
direcdo y ¢ nulo. Podemos escrever entdo

Apx =0 = pix = Py = mM1v1; = mvy5cos O + myv, f cos ¢ (7.45)
Apy:0—>p,-y:pjy—> O:mlvljsine—mzvzjsin(p. (7.46)

Para o caso de uma colisio eldstica, temos também

K=Ky > smyvd; = 2myo? 4 2 myod
;= f_)Emluli_Emlvlf+£mzvzf. (747)

Nosso sistema tem trés equagdes. As quantidades fisicas finais sdo quatro:
v1j> V2, 0, ¢. Portanto, o problema nao estd determinado a partir dos prin-
cipios da conservagdo do momento e da energia. A indeterminagio é ainda
pior para o caso de colisdes inelasticas, para as quais a equagdo anterior ndo é
valida - para colisdes perfeitamente inelasticas, no entanto, ele pode ser mais
simples!
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