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1 O Método

1.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Sao equagoes cujas incdgnitas sdo fungoes de uma varidvel e suas derivadas. A ordem
de uma EDO é determinada pelo grau da maior derivada da mesma, para a EDO de
primeira ordem pode ser escrita como:

'(t) = f(z,1)

dz
onde 2/(t) é a primeira derivada de x em relacao a t, a

Ja uma EDO de segunda ordem pode ser escrita como:
2’(t) +2'(t) = f(2,1)

~ X , .
onde 2/(t) é a primeira derivada de x em relagao a t o © x'(t) é a segunda derivada
2

de x em relagao a t, ﬁf

A solugao para uma equagao diferencial é uma funcao que satisfaca a relagdo entre
ela e suas derivadas dada pela EDO. Tome como exemplo a EDO de primeira ordem,
2/ (t) = —sin(t), a solugdo da EDO serd uma fungao da varidvel t, que satisfaga a condigao
de ter sua primeira derivada —sin(t), portanto a fungao solugao, x(t), que satisfaz tal
relagao é x(t) = cos(t).

Existem problemas de equagdes diferencias, chamados de PVI (problemas de va-
lor inicial), onde a funcao solugao além de satisfazer a equagao diferencial ainda deve
satisfazer um valor inicial tal como x(ty) = xo.

1.2 Solucgoes Numérias para EDOs

Certas EDOs podem ser dificeis de serem resolvidas analiticamente, achando uma funcao
que satisfaca-a, ou no melhor dos casos necessitam que seja dado um ‘chute’ de uma
possivel solucao, a partir de conhecimentos prévios de equagoes similares. Para resolver
esse problema desenvolveram-se métodos numéricos para resolucdo de EDOs onde a
solucao é aproximada numericamente, ponto a ponto, sem que seja necessario achar
uma func¢ao analitica que satisfaga a equagao.

Um dos primeiros e mais simples métodos de resolucao de EDOs é o método de Euler.
Seja um PVI de primeira ordem definido como:

y/ = f(xvy)
y(zo) = Yo

Para se aproximar o valor de y; para as solucoes exatas y(z;) com j =1,2,3,...,m
procura-se inicialmente um yi, tragando-se uma tangente T & curva y(x) no ponto



(z0,y(x0)), como na Figura 1, cuja equagao é:

y(z) = y(zo) + (z — 20)y (x0)

¥
y(x,)

yix)

Y(Xg) =¥y 1

Figura 1: Aproximacao do préoximo valor de y tomando a tangente no ponto ante-

rior(GALVAO; NUNES, 2010).

Fazendo x = x1 e lembrando que y(xo) = yo, 21 — o = h, ¥'(x0) = f(z0,y(z0)) e
y1 =~ y(z1), tem-se que:

Y1 =yYo + h.f(l‘o, y($0)a

que pode ser generalizado para ;41 como:

yir1 = yj + hy' (25, 95)

Seguindo tal relagdo, sucessivamente, teremos valores aproximados para a fungao
num dado intervalo escolhido. O que ocorre é que a cada iteragdo, o erro acumulado
da iteracao anterior é somado ao erro da iteracao atual, fazendo que quanto maior o
numero de iteracées maior é a diferenca entre a solucao numeérica e a solugdo analitica,
como pode ser visto da Figura 2.

Para resolver tal problema, diminuindo o erro acumulado, outros métodos mais pre-
cisos precisaram ser desenvolvidos, como é o caso dos métodos de Runge-Kutta.



>

Figura 2: Erro da solugao numérica em relacao a analitica para o método de Eu-
ler(WIKIPEDIA, 2016).

1.3 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-kutta surgem da expansao de uma func¢ao, continua e com k+1
derivadas, em uma série pelo polindomio de Taylor com resto. Onde a ordem do método
é numero de termos da serie que consideramos.

Podemos escrever uma funcao f(x), que satisfaga ao condigoes citadas acima, como:

T —a
1

(x —a)k N y(k'H)(a) (x — a)(k+1)

(k)
+ ... +y"(a) o Gt )

y(x) =y(a) +y'(a)

Substituindo a por x, e x por x,+1 = T, + h, a férmula acima se torna:

()
(k+1)!

2 k
Y(zpi1) = y(xp+h) = y(wn)—|—hy’(wn)+%y”(azn)+....—l—y(k) (wn)(hk)! +y M (z,,)

2
Se k=1 e o resto gy” (z,) for pequeno, obtemos a formula do método de Euler:

Yn+1l = Yn + hy/(n) = Yn+1 = Yn + hf (0, yn)
Portanto Runge-Kutta de primeira ordem é o método de Euler. Fazendo k=2 temos:

2 h3
Y(@ns1) = y(zn + h) = y(xn) + hy'(z,) + gy”(xn) + ?ym(xn)

Podemos escrever como:

y(anrl) = y(xn)d)(xna Yn; h)



3
onde ¢ = akj + bky. Pode-se mostrar, considerando ?y”’ (zn) pequeno e determinando

aeb, que essa férmula se resume em:

hf(xna y'rL) + f(xn—‘,-l; y;-{-l)
2

Yn+1 = Yn +

Sendo esse o método de Runge-Kutta de segunda ordem, onde yy | = yn + hf(Tn, Yn).

O mesmo processo pode ser aplicado para uma ordem k para obter o método de
Runge-Kutta de ordem k, mas normalmente o método mais utilizado é de quarta ordem,
devido ao fato que para ordens superiores a diferenca nos resultados é tao pequena que
0 custo computacional nao a compensa.

1.4 Uma Visao geométrica do método de Runge-Kutta de quarta or-
dem

Suponha o PVI 2/(t) = f(t,x) onde x(tp) = xg. A partir disso primeiramente aplicamos
a derivada ao ponto inicial (o, o), tendo entao a'(tg) = f(xo,t0), resultando na reta
tangente a fungao z(t) no ponto ty, como mostrado na Figura 3.

ki=f(xa.t0)

t=tp

Figura 3: Equacao 2/(t) aplicada em (to, zo)(SHIRTS, 2015).



A partir da derivada no ponto (g, z¢) utilizando-se do método de Euler, calcula-se
um segundo ponto, dado por z(tg + At) = xg + At.2'(xg, o).

k :“'[Iu,' t','l'

=to =t +At/2

Figura 4: Segundo ponto calculado pelo método de Euler(SHIRTS, 2015)

Aplica-se novamente a equagao z’(t) ao segundo ponto para encontrar uma segunda
reta tangente.

lo=f{xe+k AU, - AU2) [

ki=f{xa.t0)

=t =t +Ar/2

Figura 5: 2/(t) aplicada ao segundo ponto(SHIRTS, 2015)

Aplicando novamente o método de Euler com a equacdo da segunda reta tangente
ao ponto inicial (g, xo), achamos um terceiro ponto, como na Figura 6.



la=f{xo+ki A2, - AL/2)
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Figura 6: Terceiro ponto aplicando Euler com a equacao da segunda reta tangente ao
ponto inicial(SHIRTS, 2015).

Aplicando a equagao 2'(t) ao terceiro ponto, obtemos uma terceira reta tangente.

la=f{xo+ki A2, - AL/2)
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Figura 7: Terceira reta tangente(SHIRTS, 2015).



Novamente utilizando Euler no ponto inicial com a equagao da terceira reta tangente,
obtemos um quarto ponto.

' ka=f(xo+k | AULt-AU2)
X i ks=f(xotka At 2.1+ AALD)
o ki=f(xo,to) L &

=t =+AU2  =ut+ic

Figura 8: Quarto Ponto(SHIRTS, 2015).

Por 1dltimo, com o mesmo processo, obtemos uma quarta reta tangente.

. ka=f(xo*k AULt-AU2)
X . ks=f(xo+kaAU/2 10+ ALT)
. k;:fw‘ » 3N
- ¥ ke=f{xa+hs AL torAt)

=to =utAU2 =t

Figura 9: Quarta reta tangente(SHIRTS, 2015).

Ao final do processo, tira-se a média ponderada dos valor de inclinacdo das quatro
reta resultantes, tendo assim uma reta tangente de maior qualidade, e aplicando o método



de Euler ao ponto inicial utilizando-se dessa média das inclinagoes, obtemos finalmente
o valor da funcgao solucao no proximo ponto, e o0 processo se repete a cada iteracao.

ka=f{xo*k AU, - AL2)

o Final value of x(ts+Ar)

ki=f(xa+kaAu 2.t AL2)

ki =f(xa.ta) = .
=g '\

a* ke=f{xa+k: At to+At)

S S VR

=t =tetAU2 =it

Figura 10: Valor de x(t) ao fim de uma iteracao(SHIRTS, 2015).

O método de Runge-Kutta de quarta ordem pode ser escrito pelas seguintes equagoes:

h
Tpt+l = Ty + E(kl + 2ko + 2ks + k4)

thy1 =tn +h

onde 41 é a aproximacao por RK4 de z(t,11) e

k1= f(tn,zn)

h h
k2 - f(tn + §u$n+ §k1)

h h
ks = fta + 5, 20 + 5k2)

ky = f(tn + h,z, + hk3)



2 Script generalizado em Python

matplotlib.pyplot
math

t(T, X):
math.cos(T)

t.append (t0)]
x.append(x0)
1]= x0

h/2)
(h/2)+k2)

2+k2 2°k3

-133
, t= RK4(dxdt, x0, t@, h, n)

X

plt.plot(t,x)
plt.xlabel
plt.ylabel
plt.show()

Figura 11: Script para a equacao 3y’ = cos(t). Obs.: o arquivo .py segue em anexo

Na funcao dxdt () a equacao deferencial é definida, no exemplo exemplo, cos(T).

A func@o RK4(), retorna duas listas com os valores da fungdo X(T) e os valores de
T associados e tem como parametros:
fx: a funcao da equacao diferencial;
x0: o valor inicial de z ouz(t0);
t0: o valor inicial de t;
h: é o intervalo de repeticao de t, ou seja t[n + 1] — t[n];
n: é o numero de passos a serem repetidos, e vai determinar o intervalo da fungao.

O resto da aplicacao é responsavel por determinar as constantes desejadas, chamar
a funcao RK4 () usando a funcao dxdt () como parametro, e plotar o resultado da funcao
x(t) para o intervalo de (t0, hn).



O exemplo de script acima com y' = cos(t) resulta na seguinte solu¢ao numérica:

1.0

0.5}

0.0

x(t)

—0.5}

-1.0
0 10

Figura 12: Resultado para y' = cos(t)

Para avaliarmos a eficiéncia do método, podemos observar a Figura 13, onde temos,
sin(t)RK — sin(t).

0.10

0.05 |-

0.00

x(t)

—0.05

-0.10

Figura 13: Erro na soluc¢ao usando RK4 (sin(t) Rk — sin(t))

Na escala da funcao, o erro na aproximacao pelo método é tao pequeno que nao pode

10



ser visto, aproximando para uma escala de intervalo de —107° a 10™° que o erro comeca
a ser observado, como pode ser visto na Figura 14.
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0.0000005 |

o.0o000000 }b———  —o o ]

-0.0000005 -

-0.0000010
0

3 Resultados para EDOs de circuito RC-RL

3.1 Circuito RC

Seja um circuito RC1 em série com uma fonte de 12V, um resistor de 5 {2 , e um capacitor
de 1F.

VW

il 50
12V —_—1FE

Figura 15: Circuito RC1.

Pela lei de Kirchhoff temos:

_ % g
E—dtR—i-C

entao:

11



IS
)
™
|
Qla

dt R
substituindo ¢ por = tem-se:
dv  e—&
d R

Aplicando o método de RK4, temos a seguinte equagao z(t) como solu¢ao da equacao
diferencial:

x(t)
o

Figura 16: q(t) para o circuito RC1

O crescimento da carga no capacitor tem uma componente exponencial, de modo
que, rigorosamente, ela sé atingird seu valor final, eC' = 12 C, num tempo infinito, da
mesma forma esperada pelo solucao algébrica da equacgao diferencial.

Seja um segundo circuito RC2, dessa vez sem fonte, mas com o capacitor carregado
de capacitancia C= 1F com q0= 10C , e uma resisténcia de R=>5f).

1 qo=10cC
5 1F

Figura 17: Circuito RC2

Pela lei de Kirchhoff temos:

12



q  dq

=+ —R

c T at
entao:

dg _ —q

dt RC
substituindo g por = tem-se:

i

dt RC

Aplicando o método de RK4, temos a seguinte equacao x(t) como solugao da equagao
diferencial:

13



x(t)

Figura 18: q(t) para o circuito RC2

A carga se inicia em g0 = 10C' e decai exponencialmente e tende a 0 quando t tende
a infinito, da mesma forma que a solucao algébrica da equacao diferencial.

3.2 Circuito RL

Seja um circuito RL com fonte de ¢ = 12V, com um resistor de resisténcia R = 22 e
indutor de indutancia L = 2 H.

—_12v 2H

Figura 19: Circuito RL

Pela lei de Kirchhoff temos:

di
=Ri+—L
5 Z+dt
entao:
ﬂ _e—HRi
dt L

substituindo ¢ por x tem-se:

14



dr e— Rx

at L
Aplicando o método de RK4, temos a seguinte equagao z(t) como solu¢ao da equagao
diferencial:

Figura 20: A corrente em fungao do tempo (i(t))

O crescimento da corrente tem uma componente exponencial, e ela sé atingird seu
valor final, ¢/R = 6A, num tempo infinito, da mesma forma esperada pelo solugao
algébrica da equacao diferencial.

4 Resultados para EDOs de circuito RLC

Seja um circuito RLC sem fonte, com um capacitor de capacitancia C = 20 carregado
com carga gg = 10C, um resistor de resisténcia R = 10§ e um indutor de indutancia
L = 0.3H. Pela lei de Kirchhoff temos:

d? d
Lo+ R+ L =0
isolando a derivada de maior ordem, temos a EDO:
d?q R dg q
a2~ Ldt LC
Nesse caso do circuito RLC a EDO é uma EDO de 2% ordem, dessas formas o método
deve ser aplicada duas vezes, a partir de uma substituicao de variaveis da forma:

dq _
dt

z

15



e a EDO original se torna:

dz R q

it~ L7 IC
Dessa forma, aplicaremos o método de Runge-Kutta para as duas equacoes, que por
sua vez uma dependente da outra. Os detalhes da aplicagdo do método nas duas EDOs
pode ser melhor visualizado no script em anexo.
Substituindo ¢ por x temos o conjunto de EDO‘s a ser resolvido:

dr _
dt
dz R T

z

&= 17 i
O Resultado de x(t) é mostrado na Figura 19.

15
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x(t)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Figura 21: ¢(t) para o circuito RLC

O resultado condiz com o esperado, uma parcela oscilatéria do tipo sendide, que
inicia no valor inicial da quantia de carga no capacitor, com sua amplitude decaindo
exponencialmente, devido a dissipacao por efeito Joule no resistor.
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